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* szacowanie (estymacja)

« porownywanie liczebnosci dwoch zbiorow,
rozstrzyganie ktory z nich ma wiecej elementow

* subitacja (subitizing)

* od fac. subitus, czyl ,,nagty’: szybka | precyzyjna
ocena liczebnosci niewielkich zbiordw (intuicja
iczebnosci)

* liczenie

» pozwala okresli¢ liczebnos¢ zbiorow z duzg
precyzja, moze dotyczyc¢ zbiorow o duzej liczbie
elementow, jest czasochtonne, wymaga treningu
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» 3-5 dni po urodzeniu dzieci potrafig odrozniac zbiory

dwuelementowe od trdjelementowych oraz

trojelementowe od czteroelementowych.

 Czteromiesieczne niemowleta rozumiejg, ze gdy do jednego

przedmiotu dotozony zostanie drugl, w sumie pojawig Sie

dwa przedmioty (,,dodawanie’) — dzieci zdaja sie ponadto

rozumiec takze odwrotng operacje (,,odejmowanie’).

- Kilkumiesieczne dzieci potrafig porownywa

bochodzace z roznych zmystow — na przyk:

¢ Informacje
ad sa w stanie

ustali¢, ze liczba uderzen w bebenek jest ta
obserwowanych przedmiotow

<a sama Jak liczba
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7ROZNICOWANIE @
KULTUROWE

» liczebniki wystepuja niemal we wszystkich
jezykach, jednak w wielu kulturach ich zakres

jest bardzo ograniczony.

» cztonkowie plemienia Piraha zamieszkujgcego
w dzungli amazonskie] postuguja sie jedynie
trzema liczebnikami: ,,jeden”, ,,dwa’” oraz
Swiele”,

* lud Munduruku (brzeg Amazonki) uzywa

iczebnikdw konczacych sie na ,,piec’.



» Gelman 1 Butterworth (2005): ,,trzeba
odrozni¢ pomiedzy posiadaniem
pojecia liczebnoscl (wiedza, ze kazdy
@ Nd Iczebnosc, ktora mozna
IRRClillc D eoprzez wyliczenie) |

posiadaniem jezykowe| reprezentac)
konkretnych liczebnosci™.

* Systemy numeryczne | jezykowe w
Mozgu sg od siebie oddalone.

* nieumiejetnosC doktadnego liczenia
przez cztonkow plemion amazonskich
moze wynikac z tego, ze nie rozumiejg
stawianych przed nimi zadan.
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ESNEREe Y orth | wsp. (2000)
porownywall zdolnosci numerycznych
dzieci z terenu Australi:

» dzieci z Melburne (anglojezyczne)

e c s plemenia. VWarlpirl  —
iczebniki: pojedynczy, podwojny i
wiekszy niz podwojny

* dzieci z plemienia Anindilyakwa —
iczebniki: pojedynczy, podwadjny,
potrdjny (ktory w praktyce
obemowac moze takze liczbe
cztery) oraz mnog (wiekszy niz

potrdjny)
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» /adania obejmowaty: zapamietywanie liczby zetonow,
Kojarzenie liczby zetondow z liczbg styszanych
dzwiekow, pozawerbalne dodawanie | dzielenie ciasta.

* Dziecl ze wszystkich trzech grup radziy sobie
podobnie, co wskazuje na brak wptywu jezyka na
wykonywanie zadan numerycznych | arytmetycznych.

* Watpliwoscl teoretyczne: co rzeczywiscie sprawdzaty

zadania! Zwigzki jezyka naturalnego | matematyki sg
skomplikowane.
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» Liczenie angazuje przede wszystkim pewne obszary kory
przedczotowe] (PFC) oraz struktury dolnej czesci ptata ciemieniowego,

szczegolnie zakret katowy (angular gyrus)

» /espdt Gerstmanna: agnozja palcow, akalkulia, agrafia, zaburzenia
orientacjl lewa-prawa strona, wystepuje przy lezjach zakretu katowego
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SYSTEM SLEDZENIA @@=
OBIEKTOW

* Liczba Sledzonych naraz

tylna kora ' 4 |
y e obiektéw wynosi ok. 4

clemieniowa

+ Sledzenie ze wzgledu na
ksztaft, kolor, trajektorie

* System moze warunkowac
tworzenie precyzyjnych
reprezentacjl numerycznych



SYSTEM LICZB ~ ©=
PRZYBLIZONYCH

Odpowilada za szacowanie
iczebnoscl obiektow w zbiorze

Liczebnoscl przetwarzane
analogowo

Czutos¢ ANS zmienia sie w
trakcie ontogenezy

Mdzgowa lokalizacja systemu:
neurony bruzdy srodciemieniowe]
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noworodki:
* 0droznigjg zbiory o liczebnosc:

| 13;216czy 10130 elementdw
* nie potrafig rozréozni€ zbiorow o

dla pc')h”ocznych niemowlat — 1:2 liczebnosci: 112,215 czy 15127

dla noworodkow — |:3

czterolatk:

dla rocznych dzieci — 2:3 * odrozniajg zbiory o liczebnosc
416czy 12116 elementow
dla cterolatkdw — 3:4 * nie odrozniaja zbiordw o

liczebnosci: /18 lub [21 5

dla siedmiolatkow — 4:5 dorosl:

* rozrozniajg zbiory o liczebnosci
141 16 badZz 70 1 80 elementdw

* nie odrozniajg zbiorow o
iczebnosci /01 /8.

dla dwudziestolatkdow — /:8
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NUMERONY

Nieder | wsp. badali jak pojedyncze neurony
Sellies pojedyncze liczby (zarowno
symboliczne, jak | niesymboliczne), a takze
przetwarzane ciggtych | dyskretnych wiasnoscl
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MODEL POTROJN DOWANIA (TCM)
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Dehaene, Piaza, Pinel | Cohen, 2003



HIPS - obupdtkulowy poziomy
odcinek bruzdy srodciemieniowey:

e reprezentacja wielkosci
AG - lewy zakret katowy:
jezykowa reprezentacja liczby

BN PSPL - obupdtkulowy tylny gérny
ptacik ciemieniowy:
wizualno-uwagowy aspekt liczby




ANALOGOWE KODOWANIE
REPREZENTAC)I LICZB

* Reprezentacje liczb wydaja sie byC przez umyst
brzetwarzane inaczej niz wynikatoby to z tego, w

Jaki sposob liczby sg rozumiane w matematyce

» Badacze mowig w tym kontekscie o tak zwanym
analogowym kodowaniu wielkosci liczbowych |

postugujg sie metaforg Mentalnej Osi Liczbowej
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MENTALNA OS LICZBOWA
(RESTLE, 1970)

» Na niej uporzadkowane s3 reprezentacje liczb

Do aktywac) informacji o wielkosci liczby dochodz
automatycznie kiedy tylko g spostrzezemy, nawet

jezell zadanie, ktore mamy wykonac nie wymaga
operowania na wielkosci liczby (np. mamy okreslic

czy Jest napisana kursywa czy normalng czcionka)
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DOWODY NA ANALOGOWA -
REPREZENTACIE WIELKOSCI LICZB

» Efekt dystansu numerycznego (Movyer | Landauer,
1967)

» Osoby badane majg porownywac ze sobg liczby

* Bardzo dokfadnie jest mierzony czas potrzebny na
dokonanie takiego porownania
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EFEKT DYSTANSU @
NUMERYCZNEGO

M wieksza roznica miedzy porownywanymi liczbami tym badani

botrzebujg mnigj czasu na to, aby dokonac porownania

ym wieksza jest odlegtosC miedzy nimi na mentalnej osi
iczbowe) | tym szybcie] mozna okresli¢, ktora liczba jest wigksza

» Rdoznica ta jest wyrazna nawet dla liczb jednocyfrowych

» tfekt ten pojawia sie bez wzgledu na poziom umigjetnosci
matematycznych
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DYSTANS NUMERYCZNY -
PRZYKEADOWE WYNIKI
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O CZYM SWIADCZY trtK?
DYSTANSU

- Reprezentacje wielkosci liczb majg postac analogowa

» Abstrakcyjna wielkosc liczbowa jest reprezentowana

podobnie jak wielkoscl fizyczne takie jak dtugosc

odcinka czy wielkosc obiektu

* Aby reprezentowac | efektywnie przetwarzac obiekty
abstrakcyjne umyst odnosi je do konkretu | dzieje sie tak

niezaleznie od poziomu umiejetnosci matematycznych



« /atozenle anal
obecne w wie
| badacze bara

W N ‘ O S |<| @ S

ogowe| reprezentac)l wielkosci liczb jest

u teoriach z zakresu poznania matematycznego

70 czesto sie do niego odwotu)jg

- [aki komponent reprezentac)i wielkoscli liczby jest niezwykle

istotny dla sprawnego nabywania kompetencj

matematycznych jak rowniez postugiwania sie liczbami

Metafora mentalnej osi liczbowej jest niezwykle pomocna do

opisu I Interpretac)i wynikow wielu badan z zakresu poznania

mMatematycznego
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CFEKT ROZMIARU  ®

* Niezaleznie od dystansu numerycznego, porownania liczb o
duze| wartoscl trwajg dtuzej, niz porownania liczb o mate

wartosc
* Innymi stowy, szybcie] porownamy | z2 niz 8z 9

* SwiadczyC to moze o logarytmiczne] kompresji mentalnej osi
iczbowe

* o w jaki sposob przetwarzamy liczby w zapisie symbolicznym
bardzo przypomina zjawiska opisywane w przypadku
operowania na materiale niesymbolicznym



REPREZEN TACJA ANALOGOWA
A PRZESTRZENNA

- Wydaje sig, ze analogowa reprezentacja wielkosci liczb jest
naturalna I uniwersalna

» Ale w bardzo wielu przypadkach mamy dowody na to, ze
reprezentacje liczb sg przez nasz umyst wigzane z przestrzenia

- Wydaje sie, ze moze to wynikac stad, ze nasz umyst nie jest
dostosowany do radzenia sobie z materiatem abstrakcyjnym |
odnosi to do konkretnych obiektow



DOWO

MA

3¢

RL

-STRZ

"OWANIA LICZB

-NIN

-GO



CEREMONIA

Nobel Prize laureates Eric Maskin, Rich Roberts and Dudley Herschbach lean over behind a mini Eiffel Tower
during a performance at the Ilg Nobel Prize ceremony.



MANIPULAC)A POSTAWA

* ROwnowaznia - trzeba tak sie ustawi¢ aby linia
prezentowana na ekranie byfa pionowo

* Wymaga to lekkiego pochylenia w prawo badz w
lewo

» Osoby badane nie sg swiadome tego wychylenia

» Dokonujg oszacowan



BADANIE

What is the height of the Eiffel tower in meters?

How many people live in Antwerp?

How many kilos does a newborn calf weigh?

How many kilos does an adult elephant weigh?

What is the distance in kilometers between Leeuwarden and

Groningen as the crow flies?

What is the length of the Erasmus Bridge in Rotterdam in meters?
What is the land area of the Netherlands in square kilometers?
How many times is Norway larger than the Netherlands?

How many kilo calories does a croquette (fast food snack) contain?
How many millimeters does a human hair grow in a month?

How many homicides are there in the Netherlands annually?

What is the percentage of families that had access to internet in the
Netherlands in 20097

What is the percentage of Dutch people with higher education?

What is the percentage of the world population that is religious?

How many number one hits did The Beatles have in the Netherlands?

What is the percentage of people older than 65 years in the
Netherlands?

How many provinces does Canada have?

How many students enter Law School in the Netherlands annually?

How many languages exist worldwide?
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LICZENIE W WINDZIE

OPEN 8 ACCESS Freely available online @PLOS ‘ ONE

Counting Is Easier while Experiencing a Congruent
Motion

Luisa Lugli"’?*, Giulia Baroni', Filomena Anelli'?>, Anna M. Borghi*>, Roberto Nicoletti'




LICZENIE W WINDZIE | NA
SCHODACH

» Obliczenia pamieciowe

 dodawanie lub odejmowanie

* Ruch w pfaszczyznie pilonowe]

* gora lub dot

» aktywny (schody) lub bierny (winda)

* w trakcie wykonywania obliczen lub tuz przed nimi

* rzeczywisty lub wyobrazony



la
ELEVATOR

I M congruent

™ incongruent

on-line off-line

STAIRS

11,00 - ® congruent

10,50 - ™ incongruent

on-line off-line

Figure 1. Number of calculations for congruent (ascending
motion-additions; descending motion-subtractions) and in-
congruent pairings (ascending motion-subtractions; descend-
ing motion-additions) performed during (on-line condition) or
after (off-line condition) experiencing the motions through a
passive (i.e., elevator, panel 1a) or active (i.e., stairs, panel 1b)
mode. Bars are standard error of the mean.
doi:10.1371/journal.pone.0064500.g001
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Figure 2. Number of calculations for congruent (ascending
motion-additions; descending motion-subtractions) and in-
congruent pairings (ascending motion-subtractions; descend-
ing motion-additions) performed experiencing (i.e., real) or
imagining (i.e., imagined) the motions through a passive (i.e.,
elevator) or active (i.e., stairs) mode. Bars are standard error of the
mean.

doi:10.1371/journal.pone.0064500.g002



L OETSCHER WSP 2008

» Osoby badane majg za zadanie generowac liczby
losowe z zakresu |-30

* W jednym z warunkow majg w rytm metronomu
kreci€ na boki gtowag

» Badacze analizowall, czy podczas ruchu kierunek
ruchu wptywa na wielkosc¢ generowanych liczb



Baseline Head-turning condition

7 @!z!

[] Ruler
] No ruler

Small numbers generated

chance

Baseline Right turns Left turns

Current Biology




BNARC (DEHAENE | WOR, 15

» Spatial Numerical Association of Response Codes (Zaleznosc¢
przestrzenna miedzy liczbg a rodzajem odpowiedzi; Mackiewicz, 2012)

» Podejmujac decyzje dotyczace liczb, osoby badane reagujg szybcie) na
iczby o (wzglednie) mate] wartoscl po lewej stronie ciafa, podczas gdy
na liczby o (wzglednie) duze) wartoscl, po prawej stronie

» Swiadczy o analogowym charakterze reprezentac) liczb oraz o ich
przestrzennym mapowaniu

» Uznawany za wskaznik automatycznego przetwarzania wielkosci
iczbowe) (Fias 1 wsp., 1996; Fias 1 wsp., 2001)

* Wykorzystywany takze do badania wptywow kulturowych na procesy
poznawcze (kierunek czytania)



SNARC

» Efekt powiazania liczb z przestrzenia ujawnia sie rowniez w
zadaniach, ktore nie wymagaja reagowania przy pomocy dwoch rak:

* reakcje dwoma palcami jednej reki (Vuilllemier 1 wsp., 2004)
» reakcje nogami (Schwartz | Muller; 2006)

* kierunek ruchow sakkadowych (Fischer 1 wsp., 2004)

* wskazywanie palcem (pointing task; Ficher, 2003)

* mimowolne (?) przenoszenie uwagl orientacyjnej (Fischer 1 wsp.
2003)



CZYNNIKIWPLYWAJACE NA EFEKT
SNARC

SNARC wystepuje u okoto 70% osdéb badanych | proporcja ta jest stata (VWood | wsp,
2008; rdwniez na gruncie polskim Cipora 1 wsp., 2009; Cipora 1 Nuerk, 201 3)

* Kierunek czytania (np. Zebian, 2005; Shaki 1 wsp. 2009)

* Sposdb liczenia na palcach (Fischer; 2008)

* Manipulacje eksperymentalne (Batchold 1 wsp., 1998; Fischer 1 wsp., 2009)

» Czas reakcji - dtuzsze RT - silniejszy SNARC (Gevers 1 wsp., 2006; Wood | wsp., 2008),
ale tylko we wtasciwym zadaniu (Hoffman i wsp., 201 3; niniejsze badanie)

* Wiek - prawdopodobnie utrwalenie mapowania przestrzennego | ostabienie
mechanizmdw hamowania nieodpowiednie] reakcji (Wood | wsp., 2008)

- Ale wptyw wieku pozostaje nawet gdy kontroluje sie sprawnos$¢ hamowania 1 ogdlny RT
(Hoffman 1 wsp., 201 3)

* Sprawnos¢ hamowania (Hoffmann 1 wsp. 2014) - ale tylko wtedy gdy hamowanie
dotyczy znaczenia bodzca (Stroop), a nie jego przestrzennej lokalizacji (Simon)

* Ptec: silnigjszy efekt u mezczyzn (Bull 1 wsp,, 201 3)



KOMPETENCJE
MATEMATYCZNE



SNARC A KOMPETENCIE
MATEMATYCZNE

* U 0sdb o wyzszym poziomie kompetenc)i matematycznych
efekt SNARC jest stabszy (Dehaene |1 wsp., 199 3; Fischer |
Rottman, 2005)

» Efekt cytowany w innych pracach (Schneider 1 wsp., 2009;
Fischer 1 wsp., 2010)
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* /a2 Mata moc:

EWENTUALNA) ROZNICA N

STOTNOSCI STATYSTYCZN

- /byt mato powtdrzen

» /a mafa proba

matematycznych?

* /ty dobor proby - brak obiektywnego pomiaru kompetenc




COWIEMY O, DRUGIM KONCU" KONTINUUM
UMIEJETNOSCI MATEMATYCZNYCH

* Wiekszos¢ badan skoncentrowana na osobach z trudnosciami w
matematyce

* Osoby o wysokim poziomie umiejetnosci matematycznych osiggnety

stadium operacji formalnych, ktorego nie osiaga cata populacja (por. Haan,
)

* Wysokie |Q - 50% wariancji osiggnie¢ matematycznych wyjasnia inteligencja
ogolna (por. Wu et al. 2012)

* /dolnosci obliczeniowe - gtownie efektem intensywnego treningu +
wytrenowana w domenie VWM

* Roznice w zakresie szeregu cech osobowoscl w stosunku do populagj
ogolnej (Fehr 1 wsp.,, 2010)



UMIEJETNOSCI MATEMATYCZNE A
- EMENTARNE PRZETWARZANIE LICZB

* Lepsze dopasowywanie liczebnosci zbiorow do liczb w zapisie
arabskim (Castronovo 1 Goebel, 2012)

» Ale w zadaniach na porownywanie liczebnosci brak zwigzku
(Wu et. al. 2012)

» /dolnoscl do szacowania korelujg z wynikami SAT z
matematyki (Hanson 1 Hogan, 2000).



PRAWDZIWI| EKSPERCI

* Bardzo mato badan

* Jeden z nielicznych wyjatkow (Dowker, 1992)
* Badanie matematykdw (poziom Brytyjskie] Akademii Nauk)
* Porownanie z zawodowymi ksiegowymi z dtugim stazem
* | z grupa kontrolng

* Szacowanie wynikow mnozenia liczb wielocyfrowych

- Matematycy - bardzie] poprawni, strategie bardzie] roznorodne, wieksza elastycznosc
w stosowaniu strategil

* Dane introspekcyjne (m.in Penrose, |989) rozwigzywanie problemow
matematycznych nie opiera sie tylko na wykorzystaniu algorytmow. Ale tu tez duze
zroznicowanie miedzy matematykam



METODA

» Osoby badane (N = 44, wyrownana proporcja ptcl w grupach,
praworeczni)

» /aawansowani doktoranci (otwarty przewod doktorski)
» Matematyka
» Kierunki sciste wykorzystujgce matematyke
» Grupa kontrolna - nauki spoteczne | humanistyczne
- Materiaty | aparatura:

» zadanie oceny parzystoscl, standardowe



WYNIKI SNARC

-4,82

- ANOVA revealed significant between
group difference in slopes F, ,, = 3.65;
- p=.035;n,%=.15.
Jonckheere — Trepstra test for linear
~ trend was significant (p = .018).

-8,46

Mathematicians Engineers Controls



SLOPE CZYLI JAK ZMIERZYC
EFEKT SNARC

» Dla kazdej osoby badane| dla kazdej liczby obliczamy roznice: RT (prawa reka)
- RT(lewa reka) - tzw. dRT

» Dopasowujemy metoda najmniejszych kwadratow linie regres|i, gdzie zmienna
zalezng jest dRT a predyktorem wielkosc liczby

» Niestandaryzowany wspotczynnik kierunkowy linii regres)i (slope) traktujemy
Jako miare efektu SNARC

* Mozna go interpretowac jako zmiane w dRT gdy wartosc liczby zmienia sie ©
i

* Im bardzie] ulemne wartosci slope tym silniejszy efekt SNARC

* W probie - test t dla pojedynczej proby - porownanie slope'dw z wartoscig O



