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Od przestrzeni do abstrakcyjnych pojec:
w strone teorii poznania geometrycznego®

W psychologii eksperymentalnej istnieje bogata tradycja badan nad pozna-
niem matematycznym (Moyer, Landauer 1967; Piaget 1942; Piaget i in. 1981),
ktéra doprowadzita do powstania interdyscyplinarnego — obejmujacego précz
psychologii takze lingwistyke, neuronauke, antropologi¢ i etologi¢ — nurtu okre-
Slanego jako kognitywistyka matematyki. Prowadzone w jej ramach badania
dotycza m.in. rozwoju zdolno$ci matematycznych w sensie filogenetycznym
(Biro, Matzusawa 2001) i ontogenetycznym (Go&bel i in. 2014), mechanizméw
poznawczych wyspecjalizowanych w przetwarzaniu struktur matematycznych
(Dehaene i in. 2003), zaangazowaniu w poznanie matematyczne ogdlnych pro-
cesOw poznawczych, takich jak kontrola poznawcza, uwaga czy percepcja (Ho-
hol i in. 2017), r6znic indywidualnych w dziataniu tych mechanizméw (Bugden,
Ansari 2011), a takze wiedzy eksperckiej (Amalric, Dehaene 2016; Cipora i in.
2016) i operowania formalizmami (Landy i in. 2014).

Dotychczasowe monografie z zakresu kognitywistyki matematyki (Adams
1 in. 2017; Berch i in. 2015; Brozek, Hohol 2017; Butterworth 1999; Campbell
2005; Cohen Kadosh, Dowker 2015; Dehaene 2011; Dehaene, Brannon 2011;
Debiec 2002; Henik 2016; Lakoff, Nufiez 2000; Saxe 2014) koncentrujg si¢
glownie na przetwarzaniu liczb oraz struktur numerycznych, zaniedbujac catko-
wicie (lub niemal catkowicie) geometri¢. Taki stan rzeczy wydaje si¢ niesatys-

" Niniejszy tekst powstat w ramach realizowanego przez autora grantu ,.Mechanizmy poz-
nania geometrycznego” przyznanego przez Narodowe Centrum Nauki (program OPUS,
2015/19/B/HS1/03310). Tekst nie powstatby, gdyby nie cenne uwagi, jakie autor otrzymat od prof.
Bartosza Brozka (UJ), dr. Krzysztofa Cipory (Uniwersytet w Tybindze), prof. Marcina Mit-
kowskiego (IFiS PAN) oraz uczestnikéw V Konferencji Filozofii Matematyki i Informatyki
(UAM, Poznan, 9-10.12.2016).
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fakcjonujacy co najmniej z trzech powodéw: po pierwsze, geometria odgrywa
bardzo wazng role we wspdtczesnej matematyce oraz w naukach przyrodni-
czych, po drugie, historycy matematyki wskazuja na szczeg6lna role geometrii
w rozwoju matematyki (Netz 2003). Wreszcie po trzecie, geometria byta w za-
sadzie ,,od zawsze” przedmiotem zainteresowania epistemologii, ktérej trady-
cyjne problemy czgsto podejmowane sa dzi§ przez kognitywistow. Tak wigc
obraz poznania matematycznego, wylaniajacy si¢ ze wskazanych wyzej mono-
grafii z zakresu kognitywistyki wydaje si¢ mocno niekompletny. Innymi stowy,
trudno méwi¢ o kognitywistyce matematyki, ktéra zaniedbuje poznanie geome-
tryczne. Chociaz dotychczas nie zostala przedstawiona zadna kognitywistyczna
teoria geometrii, pretendujgca do miana kompletnej, szereg wynikéw badan
przeprowadzonych w ramach nauk o poznaniu rzuca §wiatto na podstawy po-
znania geometrycznego. Celem niniejszego artykulu jest préba zarysowania
komponentéw takiej teorii (ograniczajac si¢ do geometrii Euklidesa) oraz przed-
stawienia stanu zwigzanych z nimi dyskusji, ze szczegdélnym uwzglednieniem
problemu przetwarzania poje¢ geometrycznych.

Elementarne kompetencje geometryczne

Jednym ze zrédet wiedzy, w ktérym upatruje si¢ biopsychologicznych pod-
staw poznania geometrycznego, sg badania nad orientacja przestrzenna (Gallistel
1990). Cheng (1986) przeprowadzit eksperyment, w ktérym zadaniem szczuré6w
byla reorientacja w prostokatnym, ograniczonym $cianami, wybiegu. Szczury
poczatkowo uczyly sie, w ktdrym rogu wybiegu znajdowata si¢ nagroda (pozy-
wienie). Nastepnie byly dezorientowane, a naukowcdOw interesowato miejsce
ponownych poszukiwan nagrody. W pierwszym warunku w aparaturze ekspe-
rymentalnej nie umieszczono zadnych wskazoéwek (cate srodowisko byto jedno-
rodne pod wzgledem koloru $cian i podlogi czy naswietlenia), stad jedyna in-
formacja, ktéra mogly wykorzysta¢ gryzonie, byta geometria otoczenia.

Okazato sig, ze szczury nie rozpoczynaty poszukiwan chaotycznie w dowol-
nych rogach, ale kierowaly si¢ ku poprawnej lokalizacji lub identycznej z nia
geometrycznie lokalizacji przeciwlegltej (popetniaty tzw. blad rotacyjny). W dru-
gim warunku szczury mogly skorzysta¢ zaré6wno z informacji geometrycznej,
jak i lokalnych informacji w postaci kolorowych $cian czy charakterystycznych
oznaczen poszczegdlnych rogéw. Okazalo sie, ze niezaleznie od tego, czy lokal-
ne wskazoéwki odnosily si¢ do poprawnej lokalizacji, czy tez petnity funkcje
dystraktoréw, gryzonie wybieraly albo poprawna lokalizacje, albo popelniaty
btad rotacyjny, co wskazuje, ze rdwniez wtedy podstawa ich orientacji byta
geometria Srodowiska.
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Analogiczna procedura eksperymentalna wykorzystana zostata takze w stu-
diach z udzialem innych gatunkéw zwierzat: ptakoéw, naczelnych réznych od
cztowieka oraz ludzi (por. przeglad literatury Thinus-Blanc i in. 2014). Jesli
chodzi o ludzi, Hermer i Spelke (1994; 1996) chciaty sprawdzi¢, czy osoby ba-
dane popetniaja systematycznie btad rotacyjny, czy tez w sytuacji konfliktu
wskazéwek geometrycznych 1 lokalnych potrafia wykorzystywa¢ informacje
w sposob bardziej elastyczny niz szczury. W tym celu przebadaly one 22 mie-
sieczne niemowleta oraz ludzi dorostych. Badaczki zaobserwowaty zréznicowa-
ne wzorce zachowan w zalezno$ci od wieku. O ile zdezorientowane dzieci, po-
dobnie jak gryzonie, zdolne byly do reorientacji w prostokatnym pokoju jedynie
na podstawie geometrii, osoby doroste systematycznie tgczyty informacj¢ geo-
metryczng oraz wskazowki lokalne, unikajgc btedéw rotacyjnych (wybieraty
poprawng lokalizacj¢ nagrody).

Orientacja przestrzenna ze wzgledu na geometri¢ Srodowiska nie jest jedy-
nym przejawem elementarnego poznania geometrycznego. W psychologii eks-
perymentalnej od lat 70. prowadzi si¢ badania nad przeksztatceniami figur
w wyobrazni. Uczestnikami eksperymentéw byly zar6wno osoby doroste (Coo-
per, Shepard 1973), dzieci (Kail i in. 1980), a takze naczelne r6zne od cztowieka
(Vauclair i in. 1993). W typowych eksperymentach behawioralnych, prowadzo-
nych w paradygmacie rotacji mentalnych, osobom badanym prezentuje si¢ naj-
pierw bodziec docelowy, np. liter¢ F, a nastepnie seri¢ bodzcoéw przedstawiaja-
cych albo obrécona pod pewnym katem liter¢ F, albo lustrzane odbicie litery
docelowej, czyli . Za kazdym razem uczestnik eksperymentu odpowiada¢ musi,
czy postrzegany aktualnie bodziec jest tozsamy z bodzcem docelowym (obréco-
nym pod pewnym katem), czy tez jest jego lustrzanym odbiciem. W typowym
przypadku czasy reakcji dla bodZzcéw obroconych rosna wraz katem obrotu,
z tym ze osoby badane rotujg krétsza droga (np. czas reakcji dla bodzca zroto-
wanego o 90 stopni jest podobny do czasu reakcji dla bodzca zrotowanego o 270
stopni). Wyniki te sugeruja, ze aby udzieli¢ odpowiedzi, uczestnicy dokonuja
przeksztatcen obiektdw geometrycznych w wyobrazni.

Biopsychologiczne podstawy poznania geometrycznego

Pretendujace do kompletnoSci wyjasnienie powyzszych efektow wymaga
udzielenia odpowiedzi na cztery Tinbergenowskie (1963) pytania: (1) ,jak to
dziata?” (pytanie o mechanizmy przyczynowe), (2) ,,jak si¢ rozwija?” (pytanie
o ontogeneze), (3) ,,jak wptywa na dostosowanie” (pytanie o warto§¢ adaptacyj-
na), (4) ,,jak wyewoluowalo?” (pytanie o filogenezg). Pytania (1) i (2) dotycza
czynnikow proksymalnych, za$ (3) i (4) czynnikéw ultymatywnych; pytania (1)
i (3) dotycza wymiaru synchronicznego, zas$ (2) i (4) diachronicznego.
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Od lat 80. w kognitywistyce obserwuje si¢ proby identyfikowania wyspecja-
lizowanych ze wzgledu na dziedzing, wrodzonych, zamknigtych obliczeniowo
1 zlokalizowanych w strukturach mézgowych modutéw poznawczych (Fodor
1983). Nawiazujac do tej idei, Cheng (1986) oraz Gallistel (1990) zaproponowa-
li ideg, zgodnie z ktdra za reorientacj¢ przestrzenng odpowiada wyspecjalizowa-
ny w tym zadaniu ,,modul geometryczny”. Modut ten wyposazony miat by¢
w kodujaca ksztalt otoczenia ,,ram¢ metryczng”’, na ktdra w realnym Srodowisku
,hanoszone” sag wskazOwki przestrzenne, dotyczace np. punktéw orientacyjnych
(and. landmarks). Zdaniem Chenga (1986) ,rama metryczna” koresponduje
Z pojeciem ,,mapy poznawczej”’, wprowadzonym do psychologii przez Tolmana
(1948) — mapy te sa niejezykowymi, przypominajacymi kartograficzne odwzo-
rowania terenu reprezentacjami umystowymi srodowiska.

Sam postulat istnienia modutu nie prowadzi jeszcze do wyjasnienia obser-
wowalnych efektéw behawioralnych. Trzeba jeszcze opisa¢ jego mechanizm,
czyli ztozony z wielu komponentéw uktad, ktéry charakteryzuje si¢ okreslonym
wzorcem dziatania (Mitkowski 2014). Pierwsze komponenty mechanizmu orien-
tacyjnego odkrywac zaczeto w latach 70. Wowcezas to O’Keffe 1 wsp. (1971;
1978) zaobserwowali w hipokampie tzw. komérki miejsca, ktérych aktywacje
odzwierciedlaly aktualne lokalizacje, w ktérych znajdowat si¢ szczur, w tym
sensie, ze na podstawie aktywno$ci tych komoérek wnioskowa¢ mozna byto
0 pozycji gryzonia na wybiegu. Odkrycie to uzupetnione zostato przez Edvarda
i May-Britt Moseréw, ktérzy w korze $rédwechowej zlokalizowali kolejne ele-
menty mézgowego systemu kartograficznego: komorki siatki, komoérki kierunku
ruchu, komdrki predkosci oraz komoérki graniczne (por. Moser i in. 2014 dla
przegladu badan oraz Bechtel 2016 dla proby wyjaSnienia mechanistycznego).

W cytowanych wyzej pracach nad orientacja przestrzenna dzieci i dorostych
Hermer i Spelke (1994; 1996) réwniez korzystaty z pojecia ,,modutu”. P6znie;j
zostalo ono jednak zastgpione nieco stabszym pojg¢ciem ,.rdzennego systemu
poznawczego” (ang. core cognitive system) (Spelke i in. 2010; Kinzler, Spelke
2007). Cho¢ podobnie jak moduty systemy rdzenne przejawia dzialanie we
wczesnych fazach ontogenezy i maja dtuga histori¢ filogenetyczng, nie sg infor-
macyjnie zamkni¢te, jak twierdzit Fodor (1983), ale moga by¢ penetrowane
przez inne systemy, np. jezykowe, na skutek czego w trakcie zmian rozwojo-
wych nadbudowywane moga by¢ na nich nowe trwatle struktury wiedzy.

Zdaniem Spelke i wsp. (2010) poznanie geometryczne ,,opiera si¢ na co
najmniej dwodch starych ewolucyjnie, wczesnych rozwojowo i uniwersalnych
kulturowo systemach poznawczych, ktére wychwytuja informacje o ksztalcie
otaczajacego nas $wiata” (s. 865). Pierwszy z tych rdzennych systeméw prze-
twarza reprezentacje trojwymiarowych uktadéw przestrzennych, wykorzystywa-
ny jest w pierwszej kolejnosci do orientacji w Srodowisku, za$ jego mézgowymi
podstawami sa hipokamp i kora srédwechowa. System drugi przetwarza dwu-
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wymiarowe obrazy oraz ruchome wzorce wizualne, jego pierwotna funkcja wig-
7e si¢ z kategoryzacja obiektow, a mdézgowa lokalizacja sa boczne struktury
ptata potylicznego. Systemowi temu zawdzigczamy prawdopodobnie m.in.
omoéwiong wyzej zdolnos¢ do rotacji obiektow w wyobrazni. Kazdy z tych sys-
temdéw charakteryzuje si¢ ograniczeniami w wychwytywaniu informacji geome-
trycznych: pierwszy czuty jest na dlugos¢ oraz kierunek, ale nie na katy, drugi
za$ czuly jest na dlugos$¢ i katy, ale zaniedbuje odlegtos¢ (Spelke i wsp. 2010).

O ile warto$¢ adaptacyjna obydwu systemoéw nie jest raczej dyskusyjna, za-
stanowi¢ nalezy sie¢, dlaczego gryzonie w orientacji przestrzennej polegaja prze-
de wszystkim na systemie pierwszym, co naraza je na btedy rotacyjne. Rozwia-
zanie sugerujg wyniki badan nad orientacja robotéw (Gee i in. 2008). Wskazuja
one, ze radzenie sobie w srodowisku naturalnym na podstawie punktéw orienta-
cyjnych (ang. landmarks) okazuje si¢ nieekonomiczne obliczeniowo. Ponadto
punkty orientacyjne rOwniez moga by¢ zawodne — np. charakterystyczne drze-
wo, ktore wskazuje na droge do gniazda (domu), moze zosta¢ powalone przez
piorun albo pomylone z innym podobnym obiektem. Orientacja ze wzgledu na
geometri¢ Srodowiska okazuje si¢ pod tym wzgledem mniej zawodna (jego
ksztalt podlega mniejszym zmianom) i bardziej ekonomiczna obliczeniowo.

Przejdzmy teraz do ludzi. Unikanie bledéw rotacyjnych mozliwe jest wraz
z przezwyciezaniem przez dzieci oméwionych wyzej ograniczen obydwu rdzen-
nych systeméw poznawczych. Zdaniem Spelke i wsp. (2010) dzieci dokonuja
tego, przyswajajac jezyk (w szczegdlnosci zwroty odnoszace si¢ do relacji prze-
strzennych; zob. Amalric i in. 2017) oraz wykorzystujac inne artefakty, takie
jak obrazy i mapy. Woéwczas, na drodze produktywnego taczenia wiedzy
rdzennej, generowany jest nowy system reprezentacji geometrycznych, czuty
zaréwno na dtugos¢, kierunek, jak i katy. System ten umozliwia przyswajanie
podstaw szkolnej geometrii, a w nastgpstwie tego procesu podlega dalszemu
rozwojowi (Battista 2007; van Hiele 1959).

Na koniec tej sekcji wspomnie¢ trzeba jeszcze o filogenezie czulosci na
geometri¢ otoczenia. W literaturze dominuje poglad, ze wykazuja ja w zasadzie
wszystkie kregowce (Thinus-Blanc i in. 2014). Wskazuje si¢ takze, ze btedy
rotacyjne popetniane s3 réwniez przez owady (Wystrach, Beugnon 2009), co
wskazuje, ze czuto$¢ na geometri¢ srodowiska ma bardzo dtuga historie filoge-
netyczng. Dyskusja, jak daleko siega naturalna historia rdzennych systeméw
poznawczych, daleka jest jednak od konkluzji, gdyz obecnie coraz cze¢$ciej pod-
nosi si¢, ze modele orientacji przestrzennej owaddow, ktére zaktadaja, ze zdol-
no$¢ ta wiaze si¢ z pordwnywaniem obrazéw, zastosowane moga by¢ takze
w odniesieniu do orientacji ssakéw (Cheng 2008). Istnieje wigc mozliwo$¢, ze
czuto$¢ na geometri¢ jest produktem ubocznym ewolucji bardziej podstawo-
wych proceséw percepcyjnych.
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Reprezentacje geometryczne w Elementach Euklidesa

Wyjasnienie czutosci na geometri¢ Srodowiska oraz dyspozycji do wykorzy-
stywania jej w orientacji przestrzennej to zaledwie pierwszy krok ku teorii po-
znania geometrycznego. Kolejnym jest wskazanie mechanizméw kodowania
1 przetwarzania poje¢. W psychologii poznawczej niemal powszechnie przyjmu-
je sie, ze zorganizowane na zasadzie sieci semantycznych pojecia sa podstawo-
wymi jednostkami wiedzy, ktére umozliwiaja przeprowadzanie rozumowan
(Collins, Loftus 1975). Pojecia geometrii euklidesowej (i matematyki w ogoéle)
sa jednak pojeciami szczegdlnego typu. Maja (1) charakter abstrakcyjny, (2) sa
ostre i jednoznaczne, (3) a oparte na nich rozumowania cechujg stabilno$cia
(zob. Brozek 2016).

Najpierw przyjrzyjmy si¢ jednak zewngtrznej reprezentacji poje¢ geome-
trycznych w prototypowym studium geometrii — Elementach Euklidesa (Fitzpa-
trick, 2008). Jest ono ,,prototypowe” dla badan nad poznaniem geometrycznym
nie tylko z powodéw kulturowo-historycznych, ale réwniez dlatego, ze przez
wieki stuzyto za podrecznik do nauki geometrii, a wspoiczesne programy eduka-
cyjne wcigz pozostaja pod jego niematym wptywem (Battista 2007; van Hiele
1959). Stad tez nauka geometrii wspdtczesnie nie rozni si¢ zbyt wiele od tego,
jak geometria przyswajana byta na przestrzeni lat.

Czytelnik elementéw od razu zauwaza, ze wywod Euklidesa sktada sie¢
z dwéch typéw jednostek: opisanych literami diagraméw oraz tekstu. Chociaz
nad statusem metodologicznym diagraméw wciaz tocza si¢ dyskusje (Avigad
i in. 2009, za Netz 1998; 2003) przyja¢ mozna, ze petnig one nastgpujace
funkcje: organizuja rozumienie wywodu, s3 niezbedne dla wyprowadzania
wnioskow, ,,spajaja” elementy dowoddw i tworza substytut ontologii w dyskur-
sie geometrycznym. Co wiecej, maja — by odwota¢ si¢ do intuicji Proklosa —
,»podwdjna nature”. Z jednej strony kazdy diagram reprezentuje konkretng ,,nie-
doskonatg” figure, z drugiej za§ wykorzystujace diagramy twierdzenia geometrii
cechujg si¢ ogdlnoscia (Proclus 1970, s. 207).

Jak zauwaza Netz (1999; 2003) dla Euklidesa, oraz innych matematykow
greckich, kluczowa role odgrywa jednak réwniez inne narzedzie poznawcze.
Greckie traktaty matematyczne konstruowane byly przy wykorzystaniu specy-
ficznego jezyka technicznego — tzw. jezyka formularnego. Atomami tego jezyka,
tj. jego formutami, sg typowe, semantycznie niekompozycyjne zwroty, powta-
rzane wielokrotnie. W traktatach greckich matematykéw Netz zlokalizowal oko-
to 200 takich formul (dla przyktadu: ,,narysujmy koto [A] o $rodku [B] i pro-
mieniu [C]”; ,stosunek [obiektu] do [obiektu] jest taki sam jak stosunek
[obiektu] do [obiektu]”; ,,[litera] ma si¢ do [litera], tak jak [litera] do [litera]”).
Jezyk formularny petni wiele funkcji: mnemotechniczng (utatwia opanowanie
podstaw geometrii), formalna (umozliwia orientacje w logicznej strukturze wy-
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wodu; Netz argumentuje, ze greckie pojecie dedukcji zrodzilo si¢ za sprawa
interakcji dwoch narzegdzi poznawczych: diagraméw i formut), transpozycyjna
(umozliwia przenoszenie rozumowan do kolejnych probleméw), a takze prowa-
dzi do abstrakc;ji, czyli przejscia od konkretnych przypadkéw (reprezentowanych
diagramami) do prawd ogdlnych. Podsumowujac, pojecia geometrii euklideso-
wej oraz oparte na nich rozumowania reprezentowane sg zewnetrznie na drodze
interakcji opisanych literami diagraméw oraz formut jezykowych.

Poznawcza architektura dla poje¢ geometrycznych

Sprébujemy teraz zidentyfikowa¢ architektur¢ poznawcza, umozliwiajaca
wewnetrzne (mentalne) kodowanie dyskursu geometrycznego. Tradycyjnie
w kognitywistyce pojecia rozumiane byly jako amodalne reprezentacje umysto-
we, odnoszace si¢ do zbioréw obiektow ze wzgledu na istotne wlasnosSci tych
obiektéw (Fodor 1975; Smith, Medin 1981). Amodalne, gdyz zaktadano, ze za
kodowanie 1 przetwarzanie poje¢ odpowiedzialne sa wyspecjalizowane w tym
zadaniu systemy — i powigzane z nimi struktury mézgowe — odrebne od percep-
¢ji 1 kontroli ruchu. W takim ujeciu pojecie ,,tr6jkat” rozumiane jest jako repre-
zentacja propozycjonalna, uwzgledniajaca ceche posiadania sumy katéw réwnej
90 stopni oraz relacje z innymi wezlami sieci semantycznej, takimi jak ,,figura”
czy ,trojkat rGwnoboczny”.

W ostatnich dekadach roénie jednak liczba zwolennikéw ,,uciele$nionego
poznania”, programu badawczego, ktéry kwestionuje powyzszy poglad na natu-
re poje¢ (Clark 2009; Gibbs 2005; Wilson 2002). Twierdza oni, Zze pojecia
ugruntowane s3 w aktywnosci sensoryczno-motorycznej, co w ogolniejszej per-
spektywie wigze si¢ z przekonaniem, ze cialo ogranicza — lub wrecz konstytuuje
— przebieg procesdéw poznawczych. ,,Ucielesnione” spojrzenie na pojecia nie jest
jednak jednorodne, co w interesujacym nas kontekscie przejawia si¢ w kwestii
znaczeniowej tresci poje¢ (Meteyard i in. 2012).

Zwolennicy silnej wersji ,,ucielesnienia” twierdza, ze znaczenie poje¢ zalezy
w pelni od cielesnego ugruntowania (Glenberg i in. 2008; Pulvermiiller 2013).
Jedna z odmian tego podejscia jest ,,uciele§niona matematyka” Lakoffa i Nuifieza
(2000). Ich zdaniem wszystkie abstrakcyjne pojgcia matematyczne powstaja na
bazie poje¢ konkretnych za posrednictwem metafor pojeciowych (przyktadowo:
liczby naturalne konceptualizowane mogg by¢ jako punkty na prostej, a zbiory
jako pojemniki). Co ciekawe, cho¢ Lakoff i Nufiez w ten sposéb wyjasniaja
pojecia m.in. z dziedziny algebry Boole’a, teorii mnogosci czy analizy matema-
tycznej, stowo ,,geometria” pada w ich pracy zaledwie kilkukrotnie. Nie oznacza
to oczywiscie, ze teorii tej nie daloby si¢ uzupetni¢ o geometri¢ euklidesowa
(istnieja zresztg takie proby, zob. Lappas, Spyrou 2006).
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Problem polega jednak na tym, Zze cho¢ teoria metafor zyskata spora popu-
larno$¢ wéréd teoretykdw, nie okazata si¢ zbyt ptodna w testowalne empirycznie
przewidywania. Co wigcej, podejscie to kwestionowane jest od strony psycholo-
gii rozwojowej (zdolno$¢ do rozumienia metafor zdaje si¢ pdzniejsza niz rozu-
mienie niektérych poje¢ abstrakcyjnych, por. Murphy 1996), neuronauki (pod-
czas przetwarzania poje¢ abstrakcyjnych nie zawsze obserwuje si¢ aktywacje
struktur sensoryczno-motorycznych, a nawet jesli, to kwestionuje si¢ ich przy-
czynowa role w przetwarzaniu pojeé¢, por. Chatterjee 2010; zob. takze Paivio
1986 na temat rozréznienia poje¢ na abstrakcyjne i konkretne), a takze historii
i filozofii matematyki (Lakoff i Nuifiez ignoruja rzeczywisty rozwdj pojec i teorii
matematycznych, por. Pogonowski 2011; Netz [2003] zauwaza, ze w greckiej
geometrii metafora nie byta $rodkiem tworzenia nowych formut).

Wszystko to oznacza, ze propozycja Lakoffa i Nifieza (2000) nie stanowi
raczej dobrej podstawy wyjasnienia genezy poje¢ geometrycznych. W ogdlniej-
szej perspektywie pojecia abstrakcyjne, w tym matematyczne, stanowg powazne
wyzwanie dla calej idei uciele$snionego poznania (Mahon, Caramazza 2008). Nie
oznacza to jednak, ze w badaniach nad poznaniem matematycznym ,,ucielesnie-
nie” jest niepopularne (Wotoszyn, Hohol 2017), czego reprezentatywnym przy-
ktadem jest zagadnienie liczenia na palcach (por. nasz przeglad badan: Cipora
1 in. 2014). W tym kontekscie wskazuje si¢, ze teoria poje¢ matematycznych
powinna wyjasnia¢ zar6wno obecnos¢ ,,uciele$nionych” efektow, jak i uwarun-
kowania sytuacyjne oraz wplywy kulturowe (Fischer 2012).

Obiecujaca propozycja w tym zakresie zdaje si¢ zaproponowana i rozwijana
przez Dove’a (2009; 2011; 2014) ,.teoria uciele$nionego i od-ciele$§nionego po-
znania” (uzywa on ang. terminu dis-embodied, ktéry wskazuje, ze nie chodzi po
prostu ,,brak uciele$nienia”). Poniewaz propozycja ta nie zaktada, ze ciato w petni
determinuje znaczeniowg tre$¢ pojec, sytuuje si¢ ona po stronie bardziej umiarko-
wanego (stabszego) podejscia do ,ucielesnienia” niz teoria Lakoffa 1 Nufieza
(2000). Jest ona réwniez umiarkowana w innym sensie — w przeciwienstwie do
zwolennikéw ,,radykalnego ucielesnienia”, takich jak Chemero (2011), Dove stara
sie pogodzic¢ ,,uciele$nienie” z reprezentacyjnym ujeciem umystu. Jego propozycja
stanowi polaczenie dwoch wpltywowych idei: teorii symboli percepcyjno-moto-
rycznych Barsalou (1999; 2008) oraz teorii podwdjnego kodowania Paivio (1986).

Zgodnie z teorig symboli percepcyjno-motorycznych za przetwarzanie pojec
odpowiadaja mézgowe systemy odpowiedzialne pierwotnie za postrzeganie
i kontrolg ruchu. W przypadku kazdej interakcji z obiektem z danej kategorii
w strukturach sensoryczno-motorycznych zaobserwowa¢ mozna okreslony wzo-
rzec aktywnosci, tzw. symulator, ktéry kodowany jest w strukturach asocjacyj-
nych mézgu, okreslanych jako strefy konwergencji. Wydobywanie wiedzy, np.
w celu zastosowania poj¢cia w rozumowaniu, polega na odtworzeniu tego wzor-
ca czy tez ,,zasymulowaniu” rzeczywistej interakcji z obiektem. Symulatory sa



0d przestrzeni do abstrakcyjnych poje¢ 137

wigc symbolami, ktére reaktywowane moga by¢ w zachodzacych w pamieci
roboczej ,,symulacjach”. Propozycja Barsalou zyskata dobre potwierdzenie za-
rowno w wynikach eksperymentéw behawioralnych (Wu, Barsalou 2009), jak
1 badan z wykorzystaniem technik neuroobrazowania (Simmons i in. 2007).

Zdaniem Dove’a przedstawiony przez Barsalou mechanizm symulacji ope-
rowa¢ moze jednak na dwoéch typach kodu reprezentacyjnego: symbolach per-
cepcyjno-motorycznych oraz symbolach zwigzanych z do§wiadczeniem jezyko-
wym. W ten sposob nawigzuje on do teorii podwdjnego kodowania Paivio
(1986), ktéra uzna¢ mozna za zwienczenie klasycznego toczacego si¢ z klasycz-
nej psychologii poznawczej sporu o format reprezentacji umystowych (Cooper,
Shepard 1973; Fodor 1975). Zdaniem Paivio reprezentacje umyslowe moga
mie¢ forme analogowych ,.imagenéw”, ktére koduja wiedze na zasadzie percep-
cyjnego podobienstwa do egzemplarzy, jak i jezykowych ,,logogendéw”, kodujg-
cych relacje miedzy symbolami jezykowymi. Logogeny i imageny wchodzi¢
moga ze soba w roznorakie interakcje. Co wigcej, reprezentacje tych samych
obiektow w zaleznoSci od uwarunkowan sytuacyjnych kodowane mogg byc¢
w réznych formatach. Wreszcie, jak pokazuja badania z zakresu psychologii
réznic indywidualnych, ludzie przejawiaja pewne preferencje w zakresie domi-
nacji jednego z kodéw nad drugim (Kozhevnikov 2007).

Dove (2011; 2014), podobnie jak Paivio (1986), twierdzi, Zze poj¢cia konkret-
ne zazwyczaj kodowane sa zaréwno jako symbole analogowe, jak i jezykowe,
za$ pojecia abstrakcyjne przetwarzane sg przede wszystkim jezykowo. Miedzy
tymi propozycjami istnieja jednak réznice. Symbole percepcyjno-motoryczne
r6znig si¢ od analogowych ,,imagenéw” tym, Ze nie musza by¢ one u§wiadamia-
ne, moga mie¢ charakter schematyczny i obejmowa¢ moga wiele modalnosci.
Co jednak wazniejsze, Dove twierdzi, ze zardwno przetwarzanie poje¢ konkret-
nych, jak i abstrakcyjnych wykorzystuje (jako no$nik) mechanizm sensoryczno-
motorycznej symulacji w sensie Barsalou (1999), z t3 jednak réznica, ze o ile
zawarto$¢ semantyczna poje¢ konkretnych wyznaczana jest przez cielesne inte-
rakcje z egzemplarzami danej kategorii, pojgcia abstrakcyjne sa od-cielesnione.
Jego zdaniem (Dove 2011), ,,symbol umystowy jest od-ciele$niony jesli (1) jest
ucielesniony, ale (2) uciele$nienie to odnosi si¢ arbitralnie do jego zawartosci
semantycznej” (s. 6). Innymi stowy, cho¢ przetwarzanie poje¢ abstrakcyjnych
odbywa si¢ na drodze symulacji, ich znaczenie nie zalezy tylko od do$wiadczen
sensoryczno-motorycznych.

Znaczenie poje¢ abstrakcyjnych zalezy od ,,powigzan i relacji inferencyj-
nych z innymi reprezentacjami jezykowymi” (s. 1). Tymi ostatnimi moga byc¢
ugruntowane sensoryczno-motorycznie pojecia konkretne, dzigki czemu teoria
Dove’a unika problemu ugruntowania symboli. Ostatecznie bazg poje¢ geome-
trycznych sa najprawdopodobniej takie pojecia, jak ,.kat”, ,,odlegltos¢” czy ,.kie-
runek”, a wiec odnoszace si¢ do informacji, na ktére czute sa systemy rdzenne
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(Spelke 1 wsp. 2010). Nie ma tu jednak mowy o odwzorowanych metaforycz-
nych w sensie Lakoffa i Nifieza (2000). To z kolei stwarza mozliwo$¢ uwzgled-
nienia szerokiego kontekstu historyczno-kulturowego w badaniach formowania
si¢ dyskursu geometrii.

Na rzecz tezy o jezykowym kodowaniu poje¢ abstrakcyjnych $wiadczy
konwergencja wynikéw eksperymentéw behawioralnych (Laeng i in. 2003),
badan z wykorzystaniem przezczaszkowej stymulacji magnetycznej (Papagno
1in. 2009), potencjatéw wywotanych (Tanaka i in. 1999) oraz neuroobrazowania
(Binder i in. 2005). Wszystkie one wskazuja, ze przetwarzanie poje¢ abstrakcyj-
nych angazuje bardziej lewa, wyspecjalizowang w jezyku poétkule mdzgowa,
a w szczeg6lnosci nizszy zakret czolowy (ktory obejmuje osrodek Broki) oraz
lewa przednio-gérna bruzde skroniowg (zob. metaanalize: Wang i in. 2010).

Wspdtczesnie czesto podkresla si¢, ze ewolucyjna geneza ludzkiego jezyka
zachodzita na drodze egzaptacji systeméw motorycznych (Arbib 2005). Jak
mozliwe jest wiec, ze ,ucielesniony” jezyk jest poznawczym medium, umozli-
wiajacym przetwarzanie ,,0d-ciele§nionych” poje¢ abstrakcyjnych? Odpowiedz
stanowig wilasnosci jezyka naturalnego. Szczegdlnie wazne sg trzy z nich: repre-
zentacyjna arbitralno$¢ stéw i morfemdéw (nie istnieja pozajezykowe potaczenia
migdzy jezykowymi symbolami i obiektami, do ktérych si¢ odnosza), niezalez-
no$¢ od bodzcow (uzytkownicy jezyka moga generowaé wypowiedzi, ktére nie
sa bezposrednimi reakcjami na bodzce) oraz systematyczno$¢ (wypowiedzi for-
mulowane w jezyku naturalnym mogg by¢ produktywnie taczone, rozszerzane
czy rekombinowane). Jezyk pozwala nam ,,etykietowa¢” obiekty i zdarzenia, co
z kolei przektada si¢ na odkrywanie abstrakcyjnych wzorcow, a ,etykiety” te
moga by¢ sktadnikami rozumowan, prowadzacych do ogdlnych wnioskéw
(Dove 2011; Clark 2009).

Niezaleznie od ,,uciele$nionej” genezy jezyka powyzsze cechy przypominaja
wlasnos$ci amodalnych systeméw pojeciowych (w sensie Fodora, 1975), dla
ktérych abstrakcja nie stanowita wigkszego problemu. Pojecia geometryczne
odznaczajg si¢ jednak réwniez innymi cechami: sg jednoznaczne i stabilne (Bro-
zek 2016). Teoria ucielesnionego i od-ciele$nionego poznania radzi sobie réw-
niez i z nimi. Przyswojenie jezyka naturalnego co do zasady wzbogaca i rozsze-
rza ludzkie zdolnosci reprezentacyjne, dajac dostgp do arbitralnego i nieczutego
na kontekst (ang. context-free) systemu symbolicznego. Skladajacy si¢ z powta-
rzalnych formut (w sensie Netza, 1999) jezyk geometrii jeszcze bardziej wyo-
strza generatywne cechy jezyka. Majac do dyspozycji zestaw formul, mozemy
przenosi¢ je miedzy problemami i odnosi¢ do diagraméw, nadajac niedoskona-
tym reprezentacjom graficznym precyzyjne znaczenie. Jak pokazuje historia
geometrii euklidesowej oraz wspdlczesna edukacja matematyczna, jezyk formu-
larny okazat si¢ stabilny — stanowi on dobre narzedzie przekazu wiedzy kolej-
nym pokoleniom, sprzyjajac akumulacji wiedzy.
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Podsumowanie

Celem niniejszej pracy byta proba wstepnego wskazania kluczowych kom-
ponentéw teorii poznania geometrycznego. Staralem si¢ pokazaé, ze naukowe
wyjasnianie ludzkich kompetencji geometrycznych powinno rozpoczaé si¢ od
wskazania biopsychologicznych podstaw czuto$ci na geometri¢, cechy, ktéra
ludzie wspdétdzielg z innymi zwierzetami. Mechanizmami odpowiedzialnymi za
te kompetencj¢ sg najprawdopodobniej rdzenne systemy poznawcze, stuzace
pierwotnie orientacji przestrzennej oraz rozpoznawaniu ksztaltéw. Kolejnym
komponentem jest jezyk, ktory dostarcza rekombinowanego systemu symboli,
rozszerzajacego nasze zdolno$ci geometryczne oparte na dziataniu rdzennych
systeméw poznawczych, prowadzac do powstania nowego systemu reprezenta-
cyjnego. System ten uwzglednia abstrakcyjne pojecia geometryczne. Ich prze-
twarzanie wyjasnione moze by¢ na gruncie umiarkowanej teorii uciele$nionego
poznania — polega ono na sensoryczno-motorycznych symulacjach, ktére operu-
ja na symbolach jezykowych, a co za tym idzie znaczenie pojec nie jest determi-
nowane w pelni przez ciato. Wilasnosci jezyka, takie jak arbitralno§¢ morfeméw,
niezalezno$¢ od bodzcéw oraz systematyczno$¢, moga by¢ wykorzystywane
zaréwno w wyjasnianiu historycznego rozwoju geometrii (stosowanie jezyka
formularnego), jak i indywidualnego przyswajania geometrii euklidesowe;j.
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